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Abstrakt
Tato bakala´rˇska´ pra´ce se zaby´va´ algoritmy v´ıcerozmeˇrne´ interpolace. V prvn´ı cˇa´sti je
studova´n proble´m interpolace nad rovinou. Da´le je uvedeno zobecneˇn´ı Lagrangeovy inter-
polace pro prˇ´ıpad v´ıce neurcˇity´ch. Diskutujeme zde take´ stupenˇ polynomu pro libovolne´
pole. Soucˇa´st´ı te´to pra´ce je i funkcˇn´ı programovy´ bal´ık v prostrˇed´ı Mathematica, ktery´
rˇesˇ´ı v´ıcerozmeˇrnou interpolaci nad libovolny´m polem.
Summary
This bachelor’s work concerns to algorithms of the multivariate interpolation. The problem
of the interpolation over the plane is studied in the first part of this work. In the next
section, the multivariate Lagrange interpolation is described and the polynomial degree
is discussed. A Mathematica program package was developed, by this, the multivariate
interpolation over an arbitrary field can be solved.
Kl´ıcˇova´ slova
Vı´cerozmeˇrna´ interpolace, interpolacˇn´ı polynom, konecˇne´ pole
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1. U´vod
Interpolace se vyuzˇ´ıva´ obvykle v numericke´ matematice. Jej´ım c´ılem by´va´ nale´zt
prˇiblizˇne´ hodnoty funkce v neˇjake´m intervalu, je-li hodnota te´to funkce zna´ma pouze
v neˇktery´ch jiny´ch bodech tohoto intervalu. Motivace pro v´ıcerozmeˇrnou interpolaci ale
mu˚zˇe by´t i jina´. Naprˇ´ıklad existuj´ı tzv. v´ıcerozmeˇrne´ kryptograficke´ syste´my, ktere´ trans-
formuj´ı zpra´vu za pomoci neˇkolika polynomu˚ v´ıce neurcˇity´ch. Nalezen´ı teˇchto polynomu˚
prˇi zna´me´ zpra´veˇ pak prˇedstavuje kryptoanalytickou u´lohu. Existuje take´ velke´ mnozˇstv´ı
prac´ı, ktere´ popisuj´ı interpolaci nad konecˇny´mi poli [1].
V nasˇ´ı pra´ci se zaby´va´me popisem algoritmu˚ pro prˇ´ıpad polynomu˚ v´ıce neurcˇity´ch.
Diskutujeme take´ stupenˇ interpolacˇn´ıho polynomu pro konecˇna´ pole. Posledn´ım nasˇ´ım
c´ılem je vytvorˇen´ı funkcˇn´ıho programove´ho bal´ıku v prostrˇed´ı Mathematica, ktery´ rˇesˇ´ı
v´ıcerozmeˇrnou interpolaci nad libovolny´m polem.
U´vodn´ı kapitola pra´ce pojedna´va´ o afinn´ı transformaci, kde odvozujeme matici te´to
transformace. V na´sleduj´ıc´ı kapitole rˇesˇ´ıme interpolaci v rovineˇ, kde vyuzˇ´ıva´me matici
afinn´ı transformace pro zjednodusˇen´ı prˇ´ıpad˚u. Interpolaci v rovineˇ jsme vyrˇesˇili z hlediska
na´rocˇnosti pro 4, 5 a 6 bod˚u a to prˇ´ımo, rˇesˇen´ım soustavy rovnic. Zjiˇst’ujeme zvla´sˇtn´ı
polohu podkladovy´ch bod˚u a na´sledneˇ rˇesˇ´ıme pocˇet rˇesˇen´ı prolozˇen´ı kvadriky zadany´mi
body. V kapitole o v´ıcerozmeˇrne´ interpolaci rˇesˇ´ıme algoritmy nevyzˇaduj´ıc´ı rˇesˇen´ı soustavy
rovnic. Uva´d´ıme zde dva zp˚usoby, jak lze v´ıcerozmeˇrnou interpolaci rˇesˇit Lagrangeovou
metodou. V posledn´ı kapitole pak popisujeme notebook rˇesˇ´ıc´ı v´ıcerozmeˇrnou interpolaci
nad libovolny´m polem.
C´ılem nasˇ´ı pra´ce je tedy popsat algoritmy v´ıcerozmeˇrne´ intepolace nad libovolny´m
polem a vytvorˇit funkcˇn´ı notebook, ktery´ bude tuto interpolaci rˇesˇit.
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2. AFINNI´ TRANSFORMACE
2. Afinn´ı transformace
Budeme se zaby´vat afinn´ımi transformacemi zobrazuj´ıc´ımi bod P = [x, y] na bod
Q = [x1, y1]. Tyto transformace zahrnuj´ı posunut´ı, otocˇen´ı, zmeˇneˇ meˇrˇ´ıtka, zkosen´ı, nebo
operaci vznikle´ jejich skla´da´n´ım. Afinn´ı transformace zachova´va´ kolinearitu mezi body a
pomeˇry vzda´lenost´ı na prˇ´ımce. Obecneˇ, afinn´ı transformace je slozˇena z linea´rn´ı transfor-
mace a posunut´ı.
Nyn´ı pop´ıˇseme afinn´ı transformaci nad rea´lny´mi cˇ´ısly, ktera´ zajist´ı, aby se libovolne´ dva
r˚uzne´ body o sourˇadnic´ıch [p1, p2], [q1, q2] zobrazili do bod˚u [0, 0] a [1, 0].
1. Posunut´ı o vektor (a, b): 1X
Y
 =
 1 0 0a 1 0
b 0 1
 ·
 1x
y

X = a+ x
Y = b+ y
Bod [1, x, y] se posune do bodu [1, X, Y ].
2. Otocˇen´ı o u´hel ϕ: 1X ′
Y
′
 =
 1 0 00 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ
 ·
 1X
Y

X
′
= X · cosϕ− Y · sinϕ
Y
′
= X · sinϕ+ Y · cosϕ
3. Homotetie:  1X ′′
Y
′′
 =
 1 0 00 k 0
0 0 k
 ·
 1X ′
Y
′

X
′′
= k ·X ′
Y
′′
= k · Y ′
Z toho vypl´ıva´
X
′′
= k · a · cosϕ+ k · x · cosϕ− k · b · sinϕ− k · y · sinϕ
Y
′′
= k · a · sinϕ+ k · x · sinϕ+ k · b · cosϕ+ k · y · cosϕ
A tedy matice celkove´ transformace je: 1X ′′
Y
′′
 =
 1 0 0k · a · cosϕ− k · b · sinϕ k · cosϕ −k · sinϕ
k · a · sinϕ+ k · b · cosϕ k · sinϕ k · cosϕ
 ·
 1x
y

pro zjednodusˇen´ı oznacˇ´ıme vy´slednou matici matic´ı A.
Nyn´ı zby´va´ pouze urcˇit koeficienty a, b, k, ϕ.
a = −p1
b = −p2
ϕ = arctan
(
p2−q2
q1−p1
)
k =
√
1+
(
p2−q2
q1−p1
)2
·(q1−p1)
(q1−p1)2+(p2−q2)2
3
Pote´ mu˚zˇeme vy´slednou matici transformace zapsat ve tvaru:
A =

1 0 0
−p1·q1+p21−p2·q2+p22
(q1−p1)2+(q2−p2)2
q1−p1
(q1−p1)2+(q2−p2)2
q2−p2
(q1−p1)2+(q2−p2)2
−p2·q1+p1·q2
(q1−p1)2+(q2−p2)2
p2−q2
(q1−p1)2+(q2−p2)2
q1−p1
(q1−p1)2+(q2−p2)2

A jej´ı inverzn´ı matici ve tvaru:
A−1 =
 1 0 0p1 q1 − p1 p2 − q2
q2 q2 − p2 q1 − p1

Nyn´ı si uka´zˇeme pouzˇit´ı matice transformace na prˇ´ıkladu. Meˇjme body P = [10, 2
√
2], Q =
[ 3
√
7, 1], R = [−2, 2
3
], S = [
√
5,−4]. Dosazen´ım bod˚u P,Q do matice transformace dosta´va´me:
A =

1 0 0
−10· 3√7+102−2
√
2·1+(2
√
2)2
( 3
√
7−10)2+(1−2
√
2)
2
3√7−10
( 3
√
7−10)2+(1−2
√
2)
2
1−2
√
2
( 3
√
7−10)2+(1−2
√
2)
2
−2
√
2· 3√7+10·1
( 3
√
7−10)2+(1−2
√
2)
2
2
√
2−1
( 3
√
7−10)2+(1−2
√
2)
2
3√7−10
( 3
√
7−10)2+(1−2
√
2)
2

Vyna´soben´ım te´to matice prˇ´ıslusˇny´mi body dostaneme ztransformovane´ body o sourˇadnic´ıch
P1 = [0, 0], Q1 = [1, 0], R1 = [
362−5·2
√
2+3·4
√
2−36· 3√7
3·(101−21+
√
2+4
√
2−20· 3√7+( 3√7)2) ,
16−3·21+
√
2+2· 3√7−3·2
√
2· 3√7
3·(101−21+
√
2+4
√
2−20· 3√7+( 3√7)2) ],
S1 = [
96+3·2
√
2+4
√
2−10√5−10· 3√7+√5· 3√7
101−21+
√
2+4
√
2−20· 3√7+( 3√7)2 ,−−50+
√
5−2
√
2·√5+4· 3√7+2
√
2· 3√7
101−21+
√
2+4
√
2−20· 3√7+( 3√7)2 ].
Afinn´ı transformaci lze uvazˇovat i nad konecˇny´mi poli, ovsˇem s prˇ´ıslusˇny´mi modifika-
cemi: naprˇ´ıklad nema´ geometricky´ smysl uvazˇovat otocˇen´ı o u´hel ϕ.
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3. Interpolace nad 4, 5 a 6 body v
rovineˇ
3.1. Cˇtyrˇi body nad rovinou
Veˇzmeˇme 4 r˚uzne´ body P = [p1, p2, p3], Q = [q1, q2, q3], R = [r1, r2, r3], S = [s1, s2, s3].
Oznacˇ´ıme Pˆ = [p1, p2], Qˆ = [q1, q2], Rˆ = [r1, r2], Sˆ = [s1, s2]. Bez u´jmy na obecnosti
lze prˇedpokla´dat, zˇe Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0]. Toto jsme jizˇ uka´zali v kapitole o afinn´ı
transformaci.
Hleda´me kvadriku
a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2 = z
tzn. rˇesˇ´ıme :

1 p1 p2 p
2
1 p1p2 p
2
2
1 q1 q2 q
2
1 q1q2 q
2
2
1 r1 r2 r
2
1 r1r2 r
2
2
1 s1 s2 s
2
1 s1s2 s
2
2
 ·

a
b
c
d
e
f

=

p3
q3
r3
s3

Strucˇneˇ (M · ~h) = ~v
Jde o soustavu linea´rn´ıch rovnic. Pro rozhodnut´ı o jej´ı rˇesˇitelnosti mus´ıme zkoumat
hodnost matice M (znacˇ´ıme rank M).
Vezmeˇme nasˇi volbu Pˆ , Qˆ. Pak
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 r2 r
2
1 r1r2 r
2
2
1 s1 s2 s
2
1 s1s2 s
2
2

Da´le vezmeˇme podmatici N jako prvn´ı cˇtyrˇi sloupce z matice M .
Plat´ı: rank N ≤ rank M ≤ 4 .
Budeme nyn´ı zkoumat hodnost N :
N =

1 0 0 0
1 1 0 1
1 r1 r2 r
2
1
1 s1 s2 s
2
1

je zrˇejme´, zˇe 4 ≥ rank N ≥ 2. Poznamenejme da´le, zˇe prˇ´ıpady r1 = r2 = 0 a
s1 = s2 = 0 nemohou nastat.
Vezmeˇme dalˇs´ı podmatici U (2.-4. rˇa´dek N a 2.-4. sloupec N):
U =
 1 0 1r1 r2 r21
s1 s2 s
2
1

Stacˇ´ı vysˇetrˇit rank U , protozˇe rank N = 1 + rank U .
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Nejprve vysˇetrˇ´ıme, kdy jsou linea´rneˇ za´visle´ 1. a 3. sloupec. evidentneˇ tehdy, kdyzˇ
r1 = r
2
1 a soucˇasneˇ s1 = s
2
1.
Jsou tedy cˇtyrˇi mozˇnosti:
α) r1 = s1 = 0
β) r1 = 0 s1 = 1
γ) r1 = 1 s1 = 0
δ) r1 = s1 = 1
Tyto mozˇnosti da´le analyzujme.
α)
Uα =
 1 0 10 r2 0
0 s2 0

rank Uα = 2 (nemu˚zˇe nastat r2 = 0 ani s2 = 0, protozˇe Pˆ 6= Rˆ, Pˆ 6= Sˆ)
β)
Uβ =
 1 0 10 r2 0
1 s2 1

rank Uβ = 2 (nemu˚zˇe nastat r2 = 0 ani s2 = 0, protozˇe Pˆ 6= Rˆ, Qˆ 6= Sˆ)
γ)
Uγ =
 1 0 11 r2 1
0 s2 0

rank Uγ = 2 (analogicke´ jako β)
δ)
Uδ =
 1 0 11 r2 1
1 s2 1

rank Uδ = 2 (podobne´ zd˚uvodneˇn´ı)
Shrnut´ı: Jsou-li 1. a 3. sloupec v U linea´rneˇ za´visle´, pak je hodnost matice U vzˇdy 2,
protozˇe pak uzˇ nemu˚zˇe nastat r2 = s2, nebot’ zadane´ cˇtyrˇi body jsou r˚uzne´.
Nyn´ı prˇedpokla´dejme, zˇe 1. a 3. sloupec v U jsou linea´rneˇ neza´visle´. Hodnost U mu˚zˇe
by´t rovna 2 pouze tehdy, je-li 2.sloupec linea´rn´ı kombinac´ı 1. a 3. sloupce, tedy v tomto
prˇ´ıpadeˇ, je-li k-na´sobkem jejich rozd´ılu.
Tzn. r2 = k · (r21 − r1) a s2 = k · (s21 − s1)
Prˇ´ıpad k = 0 oznacˇ´ıme : )
U =
 1 0 1r1 0 r21
s1 0 s
2
1

rank U = 2 (r1 6= 1, s1 6= 1, r1 6= s1 )
Prˇ´ıpad k 6= 0 oznacˇme ϕ: ϕ)
Uϕ =
 1 0 1r1 k(r21 − r1) r21
s1 k(s
2
1 − s1) s21

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rank Uϕ = 2 (r1 6= 1, r1 6= 0)
Ve vsˇech ostatn´ıch prˇ´ıpadech je rank U = 3, tzn. zˇe rank N = 4, tzn. rank M = 4 a
take´ rank (M |~v) = 4 (hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice), tedy pocˇa´tecˇn´ı soustava ma´ nekonecˇneˇ
mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 2 libovolny´ch parametrech.
Rozeberme nyn´ı znovu prˇ´ıpady α) azˇ ϕ).
α)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [0, r2], Sˆ = [0, s2], tj. Pˆ , Rˆ, Sˆ lezˇ´ı na prˇ´ımce x = 0.
Obr 3.1 3 body na prˇ´ımce
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r
2
2
1 0 s2 0 0 s
2
2

rank M = 4 (protozˇe r2 6= s2)
Veˇta: V prˇ´ıpadeˇ α existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 2 libo-
volny´ch parametrech.
β)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [0, r2], Sˆ = [1, s2]. Body lezˇ´ı na dvou rovnobeˇzˇny´ch
prˇ´ımka´ch o rovnic´ıch x = 0, x = 1.
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Obr 3.2 body na dvou rovnobeˇzˇka´ch
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r
2
2
1 1 s2 1 s2 s
2
2

rank M = 4 (protozˇe s2 6= 0)
γ) bude obdobne´ jako β)
Veˇta: V prˇ´ıpadech β, γ existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 2
libovolny´ch parametrech.
δ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [1, r2], Sˆ = [1, s2], tj. Qˆ, Rˆ, Sˆ lezˇ´ı na prˇ´ımce x = 1.
Obr 3.3 3 body na prˇ´ımce
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M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 r2 1 r2 r
2
2
1 1 s2 1 s2 s
2
2

rank M = 4 (protozˇe r2 6= s2, r2 6= 0, s2 6= 0)
Veˇta: V prˇ´ıpadeˇ δ existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 2 libo-
volny´ch parametrech.
)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [r1, 0], Sˆ = [s1, 0], tj. vsˇechny 4 body lezˇ´ı na prˇ´ımce y = 0.
Obr 3.4 4 body na prˇ´ımce
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 0 r
2
1 0 0
1 s1 0 s
2
1 0 0

rank M = 3 (protozˇe r1 6= 1, s1 6= 1)
rank(M |~v) = rank

1 0 0 p3
1 1 1 q3
1 r1 r
2
1 r3
1 s1 s
2
1 s3

Tato hodnost mu˚zˇe by´t jak 3 (nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 3 libovolny´ch
parametrech), tak 4 (rˇesˇen´ı neexistuje).
Zby´va´ urcˇit, kdy nastane ktera´ mozˇnost (podmı´nky pro p3, q3, r3, s3). Hodnost
rozsˇ´ıˇrene´ matice je 3 pro prˇ´ıpady:
p3 = q3 = r3 = s3 = a
p3 = 0 q3 = b r3 = b · r1 s3 = b · s1
p3 = 0 q3 = c r3 = c · r21 s3 = c · s21
a, b, c ∈ R
a jejich linea´rn´ı kombinace. V ostatn´ıch prˇ´ıpadech kvadrika neexistuje. Na za´veˇr mu˚zˇeme
vyslovit shrnut´ı:
Veˇta: Lezˇ´ı-li body Pˆ , Qˆ, Rˆ, Sˆ na prˇ´ımce o rovnici y = 0 a sourˇadnice p3, q3,
r3, s3 nelezˇ´ı na zˇa´dne´ krˇivce o rovnici z = a · x2 + b · x + c, kde (a, b, c) ∈ F, kde
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z ∈ {p3, q3, r3, s3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1}, pak rˇesˇen´ı neexistuje a pro prˇ´ıpad Pˆ , Qˆ, Rˆ,
Sˆ lezˇ´ıc´ıch na prˇ´ımce o rovnici y = 0 a splnˇuj´ıc´ı rovnici z = a · x2 + b · x + c, kde
(a, b, c) ∈ F, kde z ∈ {p3, q3, r3, s3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1} existuje nekonecˇneˇ mnoho
rˇesˇen´ı za´visly´ch na 3 libovolny´ch parametrech.
ϕ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [r1, k · (r21 − r1)], Sˆ = [s1, k · (s21 − s1)], tj. Pˆ , Qˆ, Rˆ, Sˆ
lezˇ´ı na parabole o rovnici y = k · (x2 − x).
Obr 3.5 4 body na parabole
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 k · (r21 − r1) r21 r1 · k · (r21 − r1) k2 · (r21 − r1)2
1 s1 k · (s21 − s1) s21 s1 · k · (s21 − s1) k2 · (s21 − s1)2

rank M = 4 (protozˇe r2 6= s2, r2 6= 0, s2 6= 0)
Veˇta: V prˇ´ıpadeˇ ϕ existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 2 libo-
volny´ch parametrech.
Veˇta: V ostatn´ıch prˇ´ıpadech existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na
2 libovolny´ch parametrech.
3.2. Peˇt bod˚u nad rovinou
Vezmeˇme peˇt r˚uzny´ch bod˚u P = [p1, p2, p3], Q = [q1, q2, q3], R = [r1, r2, r3], S = [s1, s2, s3],
T = [t1, t2, t3].Oznacˇ´ıme Pˆ = [p1, p2], Qˆ = [q1, q2], Rˆ = [r1, r2], Sˆ = [s1, s2], Tˆ = [t1, t2].
Lze prˇedpokla´dat, zˇe Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0]. Toto jsme jizˇ uka´zali v kapitole o afinn´ı
transformaci.
Hleda´me kvadriku
a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2 = z
Rˇesˇ´ıme soustavu:
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
1 p1 p2 p
2
1 p1p2 p
2
2
1 q1 q2 q
2
1 q1q2 q
2
2
1 r1 r2 r
2
1 r1r2 r
2
2
1 s1 s2 s
2
1 s1s2 s
2
2
1 t1 t2 t
2
1 t1t2 t
2
2
 ·

a
b
c
d
e
f

=

p3
q3
r3
s3
t3

Jde o soustavu linea´rn´ıch rovnic, pro rozhodnut´ı o jej´ı rˇesˇitelnosti mus´ıme zkoumat
hodnost matice M (znacˇ´ıme rank M ).
Vezmeˇme nasˇi volbu Pˆ , Qˆ. Pak
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 r2 r
2
1 r1r2 r
2
2
1 s1 s2 s
2
1 s1s2 s
2
2
1 t1 t2 t
2
1 t1t2 t
2
2

Da´le vezmeˇme podmatici N jako prvn´ıch 5 sloupc˚u z matice M .
Plat´ı: rank N ≤ rank M ≤ 5.
Budeme nyn´ı zkoumat hodnost N :
N =

1 0 0 0 0
1 1 0 1 0
1 r1 r2 r
2
1 r1r2
1 s1 s2 s
2
1 s1s2
1 t1 t2 t
2
1 t1t2

je zrˇejme´, zˇe 5 ≥ rank N ≥ 3 (prˇ´ıpady r1 = r2 = 0 , s1 = s2 = 0 a t1 = t2 = 0
nemohou nastat).
Vezmeˇme dalˇs´ı podmatici U (2.-5. rˇa´dek a 2.-5. sloupec):
U =

1 0 1 0
r1 r2 r
2
1 r1r2
s1 s2 s
2
1 s1s2
t1 t2 t
2
1 t1t2

Stacˇ´ı vysˇetrˇit rank U , protozˇe rank N = 1 + rank U .
Nejprve vysˇetrˇ´ıme, kdy je 1. a 3. cˇi 2. a 4. sloupec linea´rneˇ za´visly´. Vyjde na´m 21
mozˇnost´ı :
α) r1 = s1 = t1 = 0
β) r1 = 0 s1 = 0 t1 = 1
γ) r1 = 0 s1 = 1 t1 = 0
δ) r1 = 1 s1 = 0 t1 = 0
) r1 = 0 s1 = 1 t1 = 1
ζ) r1 = 1 s1 = 0 t1 = 1
η) r1 = 1 s1 = 1 t1 = 0
ϑ) r1 = 1 s1 = 1 t1 = 1
ι) r2 = 0 s2 = 0 t2 = 0
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κ) r2 = 0 s2 = 0 t2 = 1
λ) r2 = 0 s2 = 1 t2 = 0
µ) r2 = 1 s2 = 0 t2 = 0
ν) r2 = 0 s1 = k t2 = 0
ξ) r1 = k s2 = 0 t2 = 0
o) r2 = 0 s2 = 0 t2 = k
pi) r1 = k s2 = 0 t1 = k
ρ) r2 = 0 s1 = k t1 = k
σ) r1 = k s1 = k t2 = 0
τ) r1 = k s1 = k t1 = k
υ) r2 = k · (1− r1) s2 = k · (1− s1) t2 = k · (1− t1)
ϕ) r2 = k · (r1 − r21) s2 = k · (s1 − s21) t2 = k · (t1 − t21)
Tyto mozˇnosti da´le analyzujme.
α)
Uα =

1 0 1 0
0 r2 0 0
0 s2 0 0
0 t2 0 0

rank Uα = 2
(nemu˚zˇe nastat r2 = 0 ani s2 = 0 ani t2 = 0)
β)
Uβ =

1 0 1 0
0 r2 0 0
0 s2 0 0
1 t2 1 t2

rank Uβ = 3
(nemu˚zˇe nastat r2 = 0 ani s2 = 0 ani t2 = 0).
Obdobneˇ γ a δ
)
U =

1 0 1 0
0 r2 0 0
1 s2 1 s2
1 t2 1 t2

rank U = 3
(nemu˚zˇe nastat r2 = 0 ani s2 = 0 ani t2 = 0).
Obdobneˇ ζ a η
ϑ)
Uϑ =

1 0 1 0
1 r2 1 r2
1 s2 1 s2
1 t2 1 t2

rank Uϑ = 2
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(nemu˚zˇe nastat r2 = 0 ani s2 = 0 ani t2 = 0)
ι)
Uι =

1 0 1 0
r1 0 r
2
1 0
s1 0 s
2
1 0
t1 0 t
2
1 0

rank Uι = 2
(nemu˚zˇe nastat r1 = 0 ani r1 = 1)
µ)
Uµ =

1 0 1 0
r1 1 r
2
1 r1
s1 0 s
2
1 0
t1 0 t
2
1 0

rank Uµ = 3
(nemu˚zˇe nastat s1 = 1 ani s1 = 0 ani t1 = 1 ani t1 = 0).
Obdobneˇ κ a λ
ν)
Uν =

1 0 1 0
r1 0 r
2
1 0
s1 0 s
2
1 0
k t2 k
2 k · t2

rank Uν = 3
(nemu˚zˇe nastat r1 = 0 ani r1 = 1 ani s1 = 0 ani s1 = 1).
Obdobneˇ ξ a o
ρ)
Uρ =

1 0 1 0
r1 0 r
2
1 0
k s2 k
2 k · s2
k t2 k
2 k · t2

rank Uρ = 3
(nemu˚zˇe nastat r1 = 0 ani r1 = 1).
Obdobneˇ pi a σ
τ)
Uτ =

1 0 1 0
k r2 k
2 k · r2
k s2 k
2 k · s2
k t2 k
2 k · t2

rank Uτ = 3
(prˇ´ıpady k = 0 ani k = 1 jsme jizˇ zkoumali).
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υ)
Uυ =

1 0 1 0
r1 k · (1− r1) r21 k · r1 · (1− r1)
s1 k · (1− s1) s21 k · s1 · (1− s1)
t1 k · (1− t1) t21 k · t1 · (1− t1)

rank Uυ = 3
(nemu˚zˇe nastat r1 = 1)
ϕ)
Uϕ =

1 0 1 0
r1 k · (r1 − r21) r21 k · r1 · (r1 − r21)
s1 k · (s1 − s21) s21 k · s1 · (s1 − s21)
t1 k · (t1 − t21) t21 k · t1 · (t1 − t21)

rank Uϕ = 3
(nemu˚zˇe nastat r1 = 1 ani r1 = 0)
Shrnut´ı: V ostatn´ıch prˇ´ıpadech, je-li jeden sloupec linea´rn´ı kombinac´ı zby´vaj´ıc´ıch 3,
pak je rank U = 3.
Jinak je rank U = 4, tzn. rank N = 5⇒ rank M = 5, tedy nasta´va´ nekonecˇneˇ mnoho
rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1 libovolne´m parametru.
Rozeberme nyn´ı znovu prˇ´ıpady α) azˇ τ).
α)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [0, r2], Sˆ = [0, s2], Tˆ = [0, t2], tj. Pˆ , Rˆ, Sˆ, Tˆ lezˇ´ı na
prˇ´ımce o rovnici x = 0.
Obr 3.6 4 body na prˇ´ımce
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r
2
2
1 0 s2 0 0 s
2
2
1 0 t2 0 0 t
2
2

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rank M = 4
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T rovnici z = a · y2 + b · y + c, kde (a, b, c) ∈ F, kde
z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
4 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 2 libovolny´ch parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 5 a rˇesˇen´ı neexistuje.
β)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [0, r2], Sˆ = [0, s2], Tˆ = [1, t2],tj. 3 body lezˇ´ı na prˇ´ımce o
rovnici x = 0 a 2 body lezˇ´ı na prˇ´ımce o rovnici x = 1.
Obr 3.7 body na dvou rovnobeˇzˇka´ch
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r
2
2
1 0 s2 0 0 s
2
2
1 1 t2 1 t2 t
2
2

rank M = 5
Obdobneˇ γ, δ.
V prˇ´ıpadech β, γ, δ existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1 libo-
volne´m parametru.
)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [0, r2], Sˆ = [1, s2], Tˆ = [1, t2], tj. 3 body lezˇ´ı na prˇ´ımce o
rovnici x = 1 a 2 body lezˇ´ı na prˇ´ımce o rovnici x = 0.
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Obr 3.8 body na dvou rovnobeˇzˇka´ch
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r
2
2
1 1 s2 1 s2 s
2
2
1 1 t2 1 t2 t
2
2

rank M = 5
Obdobneˇ ζ, η.
V prˇ´ıpadech , ζ, η existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1 libo-
volne´m parametru.
ϑ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [1, r2], Sˆ = [1, s2], Tˆ = [1, t2], tj. 4 body na prˇ´ımce o
rovnici x = 1.
Obr 3.9 4 body na prˇ´ımce
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M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 r2 1 r2 r
2
2
1 1 s2 1 s2 s
2
2
1 1 t2 1 t2 t
2
2

rank M = 4
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T rovnici z = a · y2 + b · y + c, kde (a, b, c) ∈ F, kde
z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
4 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 2 libovolny´ch parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 5 a rˇesˇen´ı neexistuje.
ι)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [r1, 0], Sˆ = [s1, 0], Tˆ = [t1, 0], tj. 5 bod˚u na prˇ´ımce o
rovnici y = 0.
Obr 3.10 5 bod˚u na prˇ´ımce
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 0 r
2
1 0 0
1 s1 0 s
2
1 0 0
1 t1 0 t
2
1 0 0

rank M = 3
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T rovnici z = a · x2 + b · x + c, kde (a, b, c) ∈ F, kde
z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
3 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 3 libovolny´ch parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 4 a rˇesˇen´ı neexistuje.
µ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [r1, 1], Sˆ = [s1, 0], Tˆ = [t1, 0], tj. 4 body na prˇ´ımce o
rovnici y = 0.
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Obr 3.11 4 body na prˇ´ımce
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 1 r
2
1 r1 1
1 s1 0 s
2
1 0 0
1 t1 0 t
2
1 0 0

rank M = 4
Obdodneˇ κ, λ.
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T rovnici z = a · x2 + b · x + c, kde (a, b, c) ∈ F, kde
z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
4 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 2 libovolny´ch parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 5 a rˇesˇen´ı neexistuje.
ν)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [r1, 0], Sˆ = [s1, 0], Tˆ = [k, t2] , tj. 4 body na prˇ´ımce o
rovnici y = 0.
Obr 3.12 4 body na prˇ´ımce
18
3. INTERPOLACE NAD 4, 5 A 6 BODY V ROVINEˇ
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 0 r
2
1 0 0
1 s1 0 s
2
1 0 0
1 k t2 k
2 k · t2 t22

rank M = 4
Pozn.( t2 = 1, t2 = 0 jsme zkoumali jizˇ drˇ´ıve)
V prˇ´ıpadeˇ ν existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1 libovolne´m
parametru.
ρ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [r1, 0], Sˆ = [k, s2], Tˆ = [k, t2], tj. 3 body lezˇ´ı na prˇ´ımce o
rovnici y = 0 a 2 body lezˇ´ı na prˇ´ımce o rovnici x = k.
Obr 3.13 body na kolmic´ıch
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 0 r
2
1 0 0
1 k s2 k
2 k · s2 s22
1 k t2 k
2 k · t2 t22

rank M = 5
V prˇ´ıpadeˇ ρ existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1 libovolne´m
parametru.
τ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [k, r2], Sˆ = [k, s2], Tˆ = [k, t2], tj. 2 body lezˇ´ı na prˇ´ımce o
rovnici y = 0 a 3 body lezˇ´ı na prˇ´ımce o rovnici x = k.
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Obr 3.14 body na kolmic´ıch
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 k r2 k
2 k · r2 r22
1 k s2 k
2 k · s2 s22
1 k t2 k
2 k · t2 t22

rank M = 5
V prˇ´ıpadeˇ τ existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1 libovolne´m
parametru.
υ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [r1, k · (1− r1)], Sˆ = [s1, k · (1− s1)], Tˆ = [t1, k · (1− t1)],
tj. 4 body lezˇ´ı na prˇ´ımce o rovnici y = k · (1− x).
Obr 3.15 4 body na prˇ´ımce
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 k · (1− r1) r21 k · r1 · (1− r1) k2 · (1− r1)2
1 s1 k · (1− s1) s21 k · s1 · (1− s1) k2 · (1− s1)2
1 t1 k · (1− t1) t21 k · t1 · (1− t1) k2 · (1− t1)2

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rank M = 4
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T rovnici z = a · x2 + b · x + c, kde (a, b, c) ∈ F, kde
z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
4 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 2 libovolny´ch parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 5 a rˇesˇen´ı neexistuje.
ϕ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [r1, k · (r1 − r21)], Sˆ = [s1, k · (s1 − s21)], Tˆ = [t1, k · (t1 − t21)],
tj. 5 bod˚u lezˇ´ı na parabole o rovnici y = k · (x− x2).
Obr 3.16 5 bod˚u na parabole
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 k · (r1 − r21) r21 k · r1 · (r1 − r21) k2 · (r1 − r21)2
1 s1 k · (s1 − s21) s21 k · s1 · (s1 − s21) k2 · (s1 − s21)2
1 t1 k · (t1 − t21) t21 k · t1 · (t1 − t21) k2 · (t1 − t21)2

rank M = 5
V prˇ´ıpadeˇ ϕ existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1 libovolne´m
parametru.
V ostatn´ıch prˇ´ıpadech existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1 li-
bovolne´m parametru.
3.3. Sˇest bod˚u nad rovinou
Vezmeˇme 6 r˚uzny´ch bod˚u P = [p1, p2, p3], Q = [q1, q2, q3], R = [r1, r2, r3], S = [s1, s2, s3],
T = [t1, t2, t3], U = [u1, u2, u3]. Oznacˇ´ıme Pˆ = [p1, p2], Qˆ = [q1, q2], Rˆ = [r1, r2], Sˆ =
[s1, s2], Tˆ = [t1, t2], Uˆ = [u1, u2]. Lze prˇedpokla´dat, zˇe Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0]. Toto jsme jizˇ
uka´zali v kapitole o afinn´ı transformaci.
Hleda´me kvadriku
a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2 = z
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Rˇesˇ´ıme soustavu:
1 p1 p2 p
2
1 p1p2 p
2
2
1 q1 q2 q
2
1 q1q2 q
2
2
1 r1 r2 r
2
1 r1r2 r
2
2
1 s1 s2 s
2
1 s1s2 s
2
2
1 t1 t2 t
2
1 t1t2 t
2
2
1 u1 u2 u
2
1 u1u2 u
2
2

·

a
b
c
d
e
f

=

p3
q3
r3
s3
t3
u3

Jde o soustavu linea´rn´ıch rovnic, mus´ıme zkoumat hodnost maticeM (znacˇ´ıme rankM).
Vezmeˇme nasˇi volbu Pˆ , Qˆ. Pak
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 r2 r
2
1 r1r2 r
2
2
1 s1 s2 s
2
1 s1s2 s
2
2
1 t1 t2 t
2
1 t1t2 t
2
2
1 u1 u2 u
2
1 u1u2 u
2
2

Vezmeˇme podmatici U (2.-6. rˇa´dek a 2.-6. sloupec):
U =

1 0 1 0 0
r1 r2 r
2
1 r1r2 r
2
2
s1 s2 s
2
1 s1s2 s
2
2
t1 t2 t
2
1 t1t2 t
2
2
u1 u2 u
2
1 u1u2 u
2
2

Stacˇ´ı vysˇetrˇit rank U , protozˇe rank M = 1 + rank U . Pro lepsˇ´ı na´zornost budeme
zkoumat zvla´sˇt’ matici V , ktera´ vznikne z 2.,4. a 5. sloupce matice U . Je zrˇejme´, zˇe
rank U = rank V + 2.
Nejprve vysˇetrˇ´ıme, kdy je 1. a 3. cˇi 2.,4. a 5. sloupec linea´rneˇ za´visly´. Vyjde na´m 26
mozˇnost´ı :
α) r1 = s1 = t1 = u1 = 0
β) r1 = 0 s1 = 0 t1 = 0 u1 = 1
γ) r1 = 0 s1 = 0 t1 = 1 u1 = 0
δ) r1 = 0 s1 = 1 t1 = 0 u1 = 0
) r1 = 1 s1 = 0 t1 = 0 u1 = 0
ζ) r1 = 0 s1 = 0 t1 = 1 u1 = 1
η) r1 = 0 s1 = 1 t1 = 1 u1 = 0
ϑ) r1 = 1 s1 = 1 t1 = 0 u1 = 0
ι) r1 = 1 s1 = 0 t1 = 1 u1 = 0
κ) r1 = 1 s1 = 0 t1 = 0 u1 = 1
λ) r1 = 0 s1 = 1 t1 = 0 u1 = 1
µ) r1 = 1 s1 = 1 t1 = 1 u1 = 0
ν) r1 = 1 s1 = 1 t1 = 0 u1 = 1
ξ) r1 = 1 s1 = 0 t1 = 1 u1 = 1
o) r1 = 0 s1 = 1 t1 = 1 u1 = 1
pi) r1 = 1 s1 = 1 t1 = 1 u1 = 1
ρ) r2 = 0 s2 = 0 t2 = 0 u2 = 0
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σ) r1 = k · (1 + r2) , s1 = k · (1 + s2) , t1 = k · (1 + t2) , u1 = k · (1 + u2)
τ) r2 = 1 s2 = 1 t2 = 1 u2 = 1
υ) r2 = r1 s2 = s1 t2 = t1 u2 = u1
ϕ) r2 = 0 s2 = 0 t2 = 0 u2lib.
χ) r1 = l s1 = l t1 = l u1 = l
ψ) r1 = k · r2 s1 = k · s2 t1 = k · t2 u1 = k · u2
ω) r2 = l s2 = l t2 = l u2 = l
αα) r2 = k · (r21 − r1) s2 = k · (s21 − s1) t2 = k · (t21 − t1) u2 = k · (u21 − u1)
αβ) r22 = k · (r21 − r1) s22 = k · (s21 − s1) t22 = k · (t21 − t1) u22 = k · (u21 − u1)
Tyto mozˇnosti da´le analyzujme.
α)
Uα =

1 0 1 0 0
0 r2 0 0 r
2
2
0 s2 0 0 s
2
2
0 t2 0 0 t
2
2
0 u2 0 0 u
2
2

rank Uα = 3
(nemu˚zˇe nastat r2 = 0 ani s2 = 0 ani t2 = 0 ani s2 = 0)
β)
Uβ =

1 0 1 0 0
0 r2 0 0 r
2
2
0 s2 0 0 s
2
2
0 t2 0 0 t
2
2
1 u2 1 u2 u
2
2

rank Uβ = 4
(nemu˚zˇe nastat r2 = 0 ani s2 = 0 ani t2 = 0 ani u2 = 0)
Obdobneˇ γ a δ a 
ζ)
Uζ =

1 0 1 0 0
0 r2 0 0 r
2
2
0 s2 0 0 s
2
2
1 t2 1 t2 t
2
2
1 u2 1 u2 u
2
2

rank Uζ = 4
(nemu˚zˇe nastat r2 = 0 ani s2 = 0 ani t2 = 0 ani u2 = 0)
Obdobneˇ η a ϑ a ι a κ a λ
µ)
Uµ =

1 0 1 0 0
1 r2 1 r2 r
2
2
1 s2 1 s2 s
2
2
1 t2 1 t2 t
2
2
0 u2 0 0 u
2
2

rank Uµ = 4
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(nemu˚zˇe nastat r2 = 0 ani r2 = 1) Obdobneˇ ν a ξ a o
pi)
Upi =

1 0 1 0 0
1 r2 1 r2 r
2
2
1 s2 1 s2 s
2
2
1 t2 1 t2 t
2
2
1 u2 1 u2 u
2
2

rank Upi = 3
(nemu˚zˇe nastat r2 = 0 ani r2 = 1)
ρ)
Uρ =

1 0 1 0 0
r1 0 r
2
1 0 0
s1 0 s
2
1 0 0
t1 0 t
2
1 0 0
u1 0 u
2
1 0 0

rank Uρ = 2
(nemu˚zˇe nastat r1 = 0 ani r1 = 1)
σ)
Uσ =

1 0 1 0 0
k · (1 + r2) r2 (k · (1 + r2))2 r2 · (k · (1 + r2)) r22
k · (1 + s2) s2 (k · (1 + s2))2 s2 · (k · (1 + s2)) s22
k · (1 + t2) r2 (k · (1 + t2))2 t2 · (k · (1 + t2)) t22
k · (1 + u2) u2 (k · (1 + u2))2 u2 · (k · (1 + u2)) u22

rank Uσ = 4
(nemu˚zˇe nastat r2 = 0 ani r2 = 1)
τ)
Uτ =

1 0 1 0 0
r1 1 r
2
1 r1 1
s1 1 s
2
1 s1 1
t1 1 t
2
1 t1 1
u1 1 u
2
1 u1 1

rank Uτ = 4
(nemu˚zˇe nastat r1 = 0 ani r1 = 1)
υ)
Uυ =

1 0 1 0 0
r1 r1 r
2
1 r
2
1 r
2
1
s1 s1 s
2
1 s
2
1 s
2
1
t1 t1 t
2
1 t
2
1 t
2
1
u1 u1 u
2
1 u
2
1 u
2
1

rank Uυ = 4
(nemu˚zˇe nastat r1 = 0 ani r1 = 1)
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ϕ)
Vϕ =

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
u2 u2 · u1 u22

rank Vϕ = 1⇒ rank Uϕ = 3
(nemu˚zˇe nastat u2 = 0)
χ)
Vχ =

0 0 0
r2 l · r2 r22
s2 l · s2 s22
t2 l · t2 t22
u2 l · u2 u22

rank Vχ = 2⇒ rank Uχ = 4
(nemu˚zˇe nastat r2 = 0 ani r2 = 1)
ψ)
Vψ =

0 0 0
r2 k · r22 r22
s2 k · s22 s22
t2 k · t22 t22
u2 k · u22 u22

rank Vψ = 2⇒ rank Uψ = 4
(nemu˚zˇe nastat r2 = 0 ani r2 = 1)
ω)
Vω =

0 0 0
l l · r1 l2
l l · s1 l2
l l · t1 l2
l l · u1 l2

rank Vω = 2⇒ rank Uω = 4
(nemu˚zˇe nastat r1 = 0 ani r1 = 1)
αα)
Uαα =

1 0 1 0 0
r1 k · (r21 − r1) r21 k · r1 · (r21 − r1) k2 · (r21 − r1)2
s1 k · (s21 − s1) s21 k · s1 · (s21 − s1) k2 · (s21 − s1)2
t1 k · (t21 − t1) t21 k · t1 · (t21 − t1) k2 · (t21 − t1)2
u1 k · (u21 − u1) u21 k · u1 · (u21 − u1) k2 · (u21 − u1)2

rank Uαα = 4
(nemu˚zˇe nastat r1 = 0 ani r1 = 1)
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αβ)
Uαβ =

1 0 1 0 0
r1
√
k · (r21 − r1) r21 r1 ·
√
k · r1 · (r21 − r1) k · (r21 − r1)
s1
√
k · (s21 − s1) s21 s1 ·
√
k · s1 · (s21 − s1) k · (s21 − s1)
t1
√
k · (t21 − t1) t21 t1 ·
√
k · t1 · (t21 − t1) k · (t21 − t1)
u1
√
k · (u21 − u1) u21 u1 ·
√
k · u1 · (u21 − u1) k · (u21 − u1)

rank Uαβ = 4
(Pro na´zornost bereme pouze kladnou odmocninu). (nemu˚zˇe nastat r1 = 0 ani r1 = 1)
Jindy je rank U = 5, tzn. rank M = 6.
Rozeberme nyn´ı znovu prˇ´ıpady α) azˇ υ).
α)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [0, r2], Sˆ = [0, s2], Tˆ = [0, t2],Uˆ = [0, u2], tj. Pˆ , Rˆ, Sˆ, Tˆ
Uˆ lezˇ´ı na prˇ´ımce o rovnici x = 0.
Obr 3.17 5 bod˚u na prˇ´ımce
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r
2
2
1 0 s2 0 0 s
2
2
1 0 t2 0 0 t
2
2
1 0 u2 0 0 u
2
2

rank M = 4
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a·y2+b·y+c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
4 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 2 libovolny´ch parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 5 a rˇesˇen´ı neexistuje.
β)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [0, r2], Sˆ = [0, s2], Tˆ = [0, t2], Uˆ = [1, u2], tj. 4 body na
prˇ´ımce o rovnici x = 0 a 2 body na prˇ´ımce o rovnici x = 1.
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Obr 3.18 body na dvou rovnobeˇzˇka´ch
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r
2
2
1 0 s2 0 0 s
2
2
1 0 t2 0 0 t
2
2
1 1 u2 1 u2 u
2
2

rank M = 5
Obdobneˇ γ a δ a . Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · y2 + b · y + c, kde
(a, b, c) ∈ F, kde z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3, u3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost
rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna 5 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1
libovolne´m parametru. Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je
hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna 6 a rˇesˇen´ı neexistuje.
ζ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [0, r2], Sˆ = [0, s2], Tˆ = [1, t2], Uˆ = [1, u2], tj. 3 body na
prˇ´ımce o rovnici x = 0 a 3 body na prˇ´ımce o rovnici x = 1.
Obr 3.19 body na dvou rovnobeˇzˇka´ch
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M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r
2
2
1 0 s2 0 0 s
2
2
1 1 t2 1 t2 t
2
2
1 1 u2 1 u2 u
2
2

rank M = 5
Obdobneˇ η, ϑ, ι, κ, λ. Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · y2 + b · y+ c, kde
(a, b, c) ∈ F, kde z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3, u3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost
rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna 5 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1
libovolne´m parametru. Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je
hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna 6 a rˇesˇen´ı neexistuje.
µ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [1, r2], Sˆ = [1, s2], Tˆ = [1, t2] , Uˆ = [0, u2], tj. 4 body na
prˇ´ımce o rovnici x = 1 a 2 body na prˇ´ımce o rovnici x = 0.
Obr 3.20 body na dvou rovnobeˇzˇka´ch
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 r2 1 r2 r
2
2
1 1 s2 1 s2 s
2
2
1 1 t2 1 t2 t
2
2
1 0 u2 0 0 u
2
2

rank M = 5
Obdobneˇ ν, ξ, o. Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · y2 + b · y + c, kde
(a, b, c) ∈ F, kde z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3, u3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost
rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna 5 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1
libovolne´m parametru. Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je
hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna 6 a rˇesˇen´ı neexistuje.
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pi)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [1, r2], Sˆ = [1, s2], Tˆ = [1, t2], Uˆ = [1, u2], tj. 5 bod˚u na
prˇ´ımce o rovnici x = 1.
Obr 3.21 5 bod˚u na prˇ´ımce
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 r2 1 r2 r
2
2
1 1 s2 1 s2 s
2
2
1 1 t2 1 t2 t
2
2
1 1 u2 1 u2 u
2
2

rank M = 4
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · y2 + b · y+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
4 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 2 libovolny´ch parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 5 a rˇesˇen´ı neexistuje.
ρ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [r1, 0], Sˆ = [s1, 0], Tˆ = [t1, 0], Uˆ = [u1, 0], tj. 6 bod˚u na
prˇ´ımce o rovnici y = 0.
Obr 3.22 6 bod˚u na prˇ´ımce
29
3.3. SˇEST BODU˚ NAD ROVINOU
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 0 r
2
1 0 0
1 s1 0 s
2
1 0 0
1 t1 0 t
2
1 0 0
1 u1 0 u
2
1 0 0

rank M = 3
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · x2 + b · x+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1, u1}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
3 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 3 libovolny´ch parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 4 a rˇesˇen´ı neexistuje.
σ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [k · (1 + r2), r2], Sˆ = [k · (1 + s2), s2], Tˆ = [k · (1 + t2), t2],
Uˆ = [k · (1 + u2), u2], tj. 2 body na prˇ´ımce o rovnici y = 0 a 4 body na prˇ´ımce o rovnici
x = k · (1 + y).
Obr 3.23 4 body na prˇ´ımce
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 k · (1 + r2) r2 (k · (1 + r2))2 r2 · k · (1 + r2) r22
1 k · (1 + s2) s2 (k · (1 + s2))2 s2 · k · (1 + s2) s22
1 k · (1 + t2) t2 (k · (1 + t2))2 t2 · k · (1 + t2) t22
1 k · (1 + u2) u2 (k · (1 + u2))2 u2 · k · (1 + u2) u22

rank M = 4
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · y2 + b · y+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
4 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 2 libovolny´ch parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 5 a rˇesˇen´ı neexistuje.
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τ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [r1, 1], Sˆ = [s1, 1], Tˆ = [t1, 1], Uˆ = [u1, 1], tj. 4 body na
prˇ´ımce o rovnici y = 1 a 2 body na prˇ´ımce o rovnici y = 0.
Obr 3.24 body na dvou rovnobeˇzˇka´ch
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 1 r
2
1 r1 1
1 s1 1 s
2
1 s1 1
1 t1 1 t
2
1 t1 1
1 u1 1 u
2
1 u1 1

rank M = 5
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · x2 + b · x+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1, u1}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
5 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1 libovolne´m parametru.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 6 a rˇesˇen´ı neexistuje.
υ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [r1, r1], Sˆ = [s1, s1], Tˆ = [t1, t1], Uˆ = [u1, u1], tj. 5 bod˚u
na prˇ´ımce o rovnici x = y.
Obr 3.25 5 bod˚u na prˇ´ımce
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3.3. SˇEST BODU˚ NAD ROVINOU
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 r1 r
2
1 r
2
1 r
2
1
1 s1 s1 s
2
1 s
2
1 s
2
1
1 t1 t1 t
2
1 t
2
1 t
2
1
1 u1 u1 u
2
1 u
2
1 u
2
1

rank M = 4
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · x2 + b · x+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1, u1}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
4 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 2 libovolny´ch parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 5 a rˇesˇen´ı neexistuje.
ϕ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [r1, 0], Sˆ = [s1, 0], Tˆ = [t1, 0], Uˆ = [u1, u2],tj. 5 bod˚u na
prˇ´ımce o rovnici y = 0.
Obr 3.26 5 bod˚u na prˇ´ımce
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 0 r
2
1 0 0
1 s1 0 s
2
1 0 0
1 t1 0 t
2
1 0 0
1 u1 u2 u
2
1 u1 · u2 u22

rank M = 4
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · x2 + b · x+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1, u1}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
4 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 2 libovolny´ch parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 5 a rˇesˇen´ı neexistuje.
χ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [l, r2], Sˆ = [l, s2], Tˆ = [l, t2], Uˆ = [l, u2],tj. 4 body na
prˇ´ımce o rovnici x = l a 2 body na prˇ´ımce o rovnici y = 0.
32
3. INTERPOLACE NAD 4, 5 A 6 BODY V ROVINEˇ
Obr 3.27 body na kolmic´ıch
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 r2 r
2
1 l · r2 r22
1 s1 s2 s
2
1 l · s2 s22
1 t1 t2 t
2
1 l · t2 t22
1 u1 u2 u
2
1 l · u2 u22

rank M = 5
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · x2 + b · x + c · y2 + d · y + e, (rovnice
elipticke´ho paraboloidu) kde (a, b, c, d, e) ∈ F, kde z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3, u3}, x ∈
{p1, q1, r1, s1, t1, u1}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
5 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1 libovolne´m parametru.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 6 a rˇesˇen´ı neexistuje.
ψ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [k · r2, r2], Sˆ = [k · s2, s2], Tˆ = [k · t2, t2], Uˆ =
[k · u2, u2],tj. 5 bod˚u na prˇ´ımce o rovnici x = k · y.
Obr 3.28 5 bod˚u na prˇ´ımce
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3.3. SˇEST BODU˚ NAD ROVINOU
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 k · r2 r2 k2 · r22 k · r22 r22
1 k · s2 s2 k2 · s22 k · s22 s22
1 k · t2 t2 k2 · t22 k · t22 t22
1 k · u2 u2 k2 · u22 k · u22 u22

rank M = 5
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · y2 + b · y+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
5 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1 libovolne´m parametru.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 6 a rˇesˇen´ı neexistuje.
ω)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [r1, l], Sˆ = [s1, l], Tˆ = [t1, l], Uˆ = [u1, l],tj. 4 body na
prˇ´ımce o rovnici y = l a 2 body na prˇ´ımce o rovnici y = 0.
Obr 3.29 body na dvou rovnobeˇzˇka´ch
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 l r
2
1 l · r1 l2
1 s1 l s
2
1 l · s1 l2
1 t1 l t
2
1 l · t1 l2
1 u1 l u
2
1 l · u1 l2

rank M = 5
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · x2 + b · x+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1, u1}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna
5 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1 libovolne´m parametru.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice
rovna 6 a rˇesˇen´ı neexistuje.
αα)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ = [r1, k · (r21 − r1)], Sˆ = [s1, k · (s21 − s1)], Tˆ = [t1, k · (t21 − t1)],
Uˆ = [u1, k · (u21 − u1)],tj. 6 bod˚u na parabole o rovnici y = k · (x2 − x).
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Obr 3.30 6 bod˚u na parabole
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 k · (r21 − r1) r21 k · r1 · (r21 − r1) k2 · (r21 − r1)2
1 s1 k · (s21 − s1) s21 k · s1 · (s21 − s1) k2 · (s21 − s1)2
1 t1 k · (t21 − t1) t21 k · t1 · (t21 − t1) k2 · (t21 − t1)2
1 u1 k · (u21 − u1) u21 k · u1 · (u21 − u1) k2 · (u21 − u1)2

rank M = 5
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · x4 + b · x3 + c · x2 + d · x + e, kde
(a, b, c, d, e) ∈ F, kde z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3, u3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1, u1}, pak je hodnost
rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna 5 a existuje nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1
libovolne´m parametru. Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je
hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna 6 a rˇesˇen´ı neexistuje.
αβ)Pˆ = [0, 0], Qˆ = [1, 0], Rˆ =
[
r1,
√
k · (r21 − r1)
]
, Sˆ =
[
s1,
√
k · (s21 − s1)
]
, Tˆ =[
t1,
√
k · (t21 − t1)
]
, Uˆ =
[
u1,
√
k · (u21 − u1)
]
,tj. 6 bod˚u na hyperbole o rovnici y2 = k ·
(x2 − x).
Obr 3.31 6 bod˚u na hyperbole
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3.3. SˇEST BODU˚ NAD ROVINOU
M =

1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1
√
k · (r21 − r1) r21 r1 ·
√
k · (r21 − r1) k · (r21 − r1)
1 s1
√
k · (s21 − s1) s21 s1 ·
√
k · (s21 − s1) k · (s21 − s1)
1 t1
√
k · (t21 − t1) t21 t1 ·
√
k · (t21 − t1) k · (t21 − t1)
1 u1
√
k · (u21 − u1) u21 u1 ·
√
k · (u21 − u1) k · (u21 − u1)

rank M = 5
Splnˇuj´ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z2 = a · x4 + b · x3 + c · x2 + d · x+ e, (rovnice
hyperbolicke´ho paraboloidu) kde (a, b, c, d, e) ∈ F, kde z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3, u3},
x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1, u1}, pak je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna 5 a existuje
nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı za´visly´ch na 1 libovolne´m parametru. Pokud body
P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplnˇuj´ı, je hodnost rozsˇ´ıˇrene´ matice rovna 6 a
rˇesˇen´ı neexistuje.
V Ostatn´ıch prˇ´ıpadech je rankM = 6, tedy soustava ma´ pra´veˇ jedno rˇesˇen´ı.
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4. Algoritmy v´ıcerozmeˇrne´
interpolace
4.1. Jednorozmeˇrna´ Lagrangeova interpolace
Lagrange˚uv interpolacˇn´ı polynom pro zadane´ body [x1, y1], . . . , [xn, yn] definujeme jako
L :=
n∑
j=1
yj
n∏
i=1
i 6=j
X − xi
xj − xi ,
Oznacˇ´ıme-li stupenˇ interpolacˇn´ıho polynomu s, pak mu˚zˇeme psa´t:
s ≤ n− 1.
Rovnost nasta´va´ pouze v prˇ´ıpadeˇ, kdy:
n∑
i=1
yi
n∏
j=1
j 6=i
1
xj − xi 6= 0.
Lagrangeovu jednorozmeˇrnou interpolaci zobecn´ıme pro prˇ´ıpad v´ıce neurcˇity´ch. Uka´zˇeme
zde dva zp˚usoby.
4.2. Lagrangeova v´ıcerozmeˇrna´ interpolace pouzˇit´ım
souhrnne´ho vzorce
Pro vy´pocˇet v´ıcerozmeˇrne´ Lagrangeovy interpolace mu˚zˇeme pouzˇ´ıt souhrnny´ vzorec [3]
L :=
n∑
j=0
yj
m∏
k=1
n∏
i=0
i 6=j
Xk − xki
xkj − xki ,
kde m oznacˇuje dimenzi a n znacˇ´ı pocˇet bod˚u. Oznacˇ´ıme-li stupenˇ interpolacˇn´ıho poly-
nomu s, pak mu˚zˇeme psa´t:
s ≤ m · (n− 1).
Rovnost nasta´va´ pouze v prˇ´ıpadeˇ, kdy:
∑
σ∈A3
yσ1
m−1∏
i=1
(xiσ2 − xiσ3) 6= 0,
kde σ = (σ1, σ2, σ3) a A3 je alternuj´ıc´ı podgrupa, cozˇ je podgrupa sudy´ch permutac´ı na
konecˇne´ mnozˇineˇ. Postup vy´pocˇtu si zde uka´zˇeme na prˇ´ıkladu:
Meˇjme body: [3, 5, 8] , [2, 1, 3] , [−2, 4, 7].Pak
L := 8 · (x− 2
3− 2 ·
x+ 2
3 + 2
· y − 1
5− 1 ·
y − 4
5− 4) + 3 · (
x− 3
2− 3 ·
x+ 2
2 + 2
· y − 5
1− 5 ·
y − 4
1− 4)+
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+7 · ( x− 3−2− 3 ·
x− 2
−2− 2 ·
y − 5
4− 5 ·
y − 1
4− 1).
Vyrˇesˇen´ım pote´ z´ıska´me hledany´ interpolacˇn´ı polynom
L :=
53
240
x2y2 − 59
80
x2y − 7
30
x2 +
31
48
xy2 − 4 1
16
xy + 4
1
6
x− 137
40
y2 + 8
33
40
y − 22
5
Tento vzorec vsˇak lze pouzˇ´ıt jen v prˇ´ıpadeˇ, zˇe bod nema´ zˇa´dnou sourˇadnici shodnou s
jiny´m bodem. V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ bychom dostali deˇlen´ı nulou a tento vzorec bychom
pouzˇ´ıt nemohli. Pro tyto prˇ´ıpady pouzˇijeme druhe´ho zp˚usobu.
4.3. Lagrangeova v´ıcerozmeˇrna´ interpolace pomoc´ı de-
terminant˚u
Tato kapitola je zalozˇena na cˇla´nku [2].
Necht’ f = f(X1, ..., Xm) je polynom stupneˇ s o m promeˇnny´ch. Protozˇe f ma´
(
s+m
s
)
=
n cˇlen˚u, nutnou podmı´nkou je, zˇe ma´me n r˚uzny´ch bod˚u
(x1i, ..., xmi, yi) ∈ Rs+1, 1 ≤ i ≤ n, yi = f(x1i, ..., xmi) proto, aby byla f jednoznacˇneˇ
definova´na. Jiny´mi slovy f(X1, ..., Xm) =
∑
ei·1≤s αeiX
ei , kde αei jsou koeficienty f , X =
(X1, ..., Xm) je m-tice neza´visle promeˇnny´ch f , ei = (e1i, ..., emi) je multiindex, jehozˇ
polozˇky jsou cela´ neza´porna´ cˇ´ısla tvorˇ´ıc´ı usporˇa´dany´ rozklad cˇ´ısla mezi 0 a s vcˇetneˇ a
1 = (1, ..., 1). ei · 1 := ∑mj=1 eji je obvykly´ vnitrˇn´ı soucˇin a Xei := ∏mj=1Xejij . Podle
zna´me´ho Lagrangeova postupu budeme f psa´t ve formeˇ
∑ρ
i=1 fili(X), kde li(X) je polynom
neza´visly´ch promeˇnny´ch X1, ..., Xm s vlastnost´ı, zˇe kdyzˇ X je rovno i-te´ hodnoteˇ, nebo
X = xi((x1, ..., xm) = (x1i, ..., xmi)), pak li(xi) = 1 a lj(xi) = 0(j 6= i). Abychom toho
dosa´hli, uvazˇujme soustavu linea´rn´ıch rovnic fi =
∑
ej ·1≤s αejx
ej
i , kde 1 ≤ i ≤ n. Z te´to
soustavy zkonstruujeme matici M = [x
ej
i ]:
M =

xe11 · · · xeρ1
...
...
xe1i · · · xeρi
...
...
xe1ρ · · · xeρρ

Prˇedpokla´da´me, zˇe det(M) 6= 0. Acˇkoliv bychom mohli rˇesˇit koeficienty αi v f inver-
tova´n´ım M (ktera´, jak v´ıme, je cˇtvercova´, protozˇe pocˇet rovnic vy´sˇe uvedene´ho linea´rn´ıho
syste´mu je stejny´ jako pocˇet koeficient˚u), toto nen´ı na´sˇ c´ıl. Uzˇitecˇnost Lagrangeovy inter-
polace je o tom, zˇe mu˚zˇeme urcˇit f bez explicitn´ıho rˇesˇen´ı pro koeficienty.
Pozn.: Je-li M singula´rn´ı, pak koeficienty f nejsou jednoznacˇneˇ urcˇeny a f je nejed-
noznacˇny´ polynom. Proto f je jednoznacˇna´ tehdy a pouze tehdy, kdyzˇ M je regula´rn´ı. V
opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ je popis geometricke´ konfigurace ρ bod˚u, pro neˇzˇ je det(M) = 0, slozˇity´
proble´m (rˇesˇili jsme ve trˇet´ı kapitole pro 4, 5 a 6 bod˚u nad rovinou).
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4. ALGORITMY VI´CEROZMEˇRNE´ INTERPOLACE
Necht’ ∆ = det(M). Nyn´ı udeˇla´me substituci xj = X v M , dosta´va´me na´sleduj´ıc´ı
matici Mj(X):
Mj(X) =

xe11 · · · xeρ1
...
...
Xe1 · · · Xeρ
...
...
xe1ρ · · · xeρρ

Necht’ ∆j(X) = det(Mj(X)). Da´le udeˇla´me substituci X = xi v Mj(X)(i 6= j), to
da´va´ na´sleduj´ıc´ı matici (Mj)i:
(Mj)i =

xe11 · · · xeρ1
...
...
xe1i · · · xeρi
...
...
xe1i · · · xeρi
...
...
xe1ρ · · · xeρρ

Poznamenejme, zˇe i-ty´ rˇa´dek se v (Mj)i objevuje dvakra´t. To znamena´, zˇe det(Mj)i = 0.
Jiny´mi slovy, kdyzˇ X = xi, pak ∆j(xi) = 0(i 6= j). Nav´ıc konstrukc´ı X = xi ⇒ ∆i(X) =
∆. Z toho d˚uvodu
li(X) =
∆i(X)
∆
a da´le
f =
ρ∑
i=1
fi
∆i(X)
∆
.
Meˇjme interpolaci nad Rm, pro n bod˚u. Vezmeˇme kombinacˇn´ı cˇ´ısla
(
m
0
)
,
(
m+1
1
)
,(
m+2
2
)
, . . . , obecneˇ
(
m+s
s
)
. Z teˇchto cˇ´ısel vybereme to, pro ktere´ plat´ı
(
m+s
s
)
≥ n. Pak s je
stupenˇ interpolacˇn´ıho polynomu.
Postup si uka´zˇeme na prˇ´ıkladu. Meˇjme body: [3, 5, 8], [2, 1, 3], [−2, 4, 7]. Rˇesˇen´ı hleda´me
ve tvaru: z = α1xi + α2yi + α3. Dosta´va´me tedy soustavu rovnic:
8 = 3α1 + 5α2 + α3
3 = 2α1 + α2 + α3
7 = −2α1 + 4α2 + α3
Dosta´va´me na´sleduj´ıc´ı matice:
M =
 3 5 12 1 1
−2 4 1

M1 =
 x y 12 1 1
−2 4 1

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4.4. VI´CEROZMEˇRNA´ INTERPOLACE NAD KONECˇNY´MI POLI
M2 =
 3 5 1x y 1
−2 4 1

M3 =
 3 5 12 1 1
x y 1

detM = −19, detM1 = −3x− 4y + 10, detM2 = −x+ 5y − 22, detM3 = 4x− y − 7.
Dosazen´ım dosta´va´me:
z = 8
(−3x− 4y + 10)
−19 + 3
(−x+ 5y − 22)
−19 + 7
(4x− y − 7)
−19 =
−x+ 24y + 35
19
.
Ihned vid´ıme, zˇe stupenˇ polynomu je v tomto prˇ´ıpadeˇ nizˇsˇ´ı, nezˇ prˇi pouzˇit´ı souhrnne´ho
vzorce.
4.4. Vı´cerozmeˇrna´ interpolace nad konecˇny´mi poli
Meˇjme pole Fpk . Plat´ı
xp
k
= x.
Veˇta: Uvazˇujme zobrazen´ı ϕ : Fpk −→ Fpk definovane´ ϕ(x) = xp. Pak ϕ je bijekce a
plat´ı
ϕk = ϕ ◦ . . . ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
k
: ϕk(x) = xp
k
= x
Du˚sledek: Mala´ Fermatova veˇta
Pro kazˇde´ prvocˇ´ıslo p a kazˇde´ cele´ cˇ´ıslo a takove´, zˇe p nedeˇl´ı a (a nen´ı na´sobkem p), plat´ı
ap ≡ a (mod p).
Du˚sledek: Polynom xp
k
indukuje tote´zˇ zobrazen´ı jako x.
Nyn´ı pro redukci stupneˇ monomu pouzˇijeme xl 7−→ xl mod pk−1, jelikozˇ plat´ı
xp
k
= x
xp
k−1 = 1
xl · xpk−1 = xl
xl+p
k−1 = xl
Oznacˇme s stupenˇ polynomu. Pak plat´ı
s ≤ pk − 2.
Nyn´ı tento vztah porovnejme se vztahem pro stupenˇ polynomu v´ıcerozmeˇrne´ interpolace
pouzˇit´ım souhrnne´ho vzorce. Rˇesˇme, jaka´ volba m,n nevyvola´ nutnost redukce polynomu.
Vezmeˇme si naprˇ´ıklad pole F4. Podle vzorce pro stupenˇ polynomu plat´ı s ≤ 2, tzn. zˇe
maxima´ln´ı stupenˇ polynomu bude 2. Nyn´ı vezmeˇme vzorec pro stupenˇ polynomu Lagran-
geovy v´ıcerozmeˇrne´ interpolace a zkoumejme, kdy uzˇ je nutna´ redukce stupneˇ polynomu.
Zjist´ıme, zˇe pokud je m = 3, n = 2 cˇi m = 2 a n = 3, je redukce polynomu jizˇ nutna´. Pro
pole F8 nebo F9 docha´z´ı k redukci polynomu prˇi m = 2, n = 5 cˇi m = 3 a n = 4.
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5. MANUA´L K NOTEBOOKU V PROSTRˇEDI´ MATHEMATICA
5. Manua´l k notebooku v prostrˇed´ı
Mathematica
Interpolaci nad rovinou pro 4, 5 a 6 bod˚u jsem rˇesˇila v programu Mathematica. Vy-
tvorˇila jsem dva notebooky. Prvn´ı z nich rˇesˇ´ı interpolaci nad rea´lny´mi cˇ´ısly a druhy´ note-
book interpolaci nad konecˇny´mi poli. Pro spra´vne´ fungova´n´ı obou notebook˚u je nutne´ vy-
tvorˇit slozˇku C : \ProgramFiles\WolframResearch\Mathematica\8.0\AddOns\Packages
\MultivariateInterpolation a zkop´ırovat do n´ı soubor I456.m. Ted’ jizˇ prˇejdeˇme k jed-
notlivy´m notebook˚um.
5.1. Notebook Test I456Points.nb
Nejprve mus´ıme nacˇ´ıst soubor I456.m pomoc´ı prˇ´ıkazu
MultivariateInterpolation‘I456Points‘
Nyn´ı jizˇ mu˚zˇeme zada´vat body. Tento notebook rˇesˇ´ı interpolaci pro 4, 5 nebo 6 bod˚u
nad rovinou. Kazˇdy´ bod tud´ızˇ mus´ı mı´t 3 sourˇadnice, ktere´ jsou oddeˇlene´ cˇa´rkou. Takzˇe
naprˇ´ıklad 4 body zada´me na´sledovneˇ:
Body = {{5, 0, 2} , {1, 0, 1} , {2, 2, 0} , {3, 6, 1}}.
Nyn´ı si pop´ıˇseme vsˇechny procedury:
I456Info[Body] kontroluje, zda jsou body zada´ny spra´vneˇ. Je zde osˇetrˇeno, aby kazˇdy´
bod meˇl 3 sourˇadnice a podkladove´ body v rovineˇ byly r˚uzne´. Vy´stupem na´m v nasˇem
prˇ´ıpadeˇ bude:
Vı´cerozmeˇrna´ interpolace nad rovinny´mi body {{5, 0} , {1, 0} , {2, 2} , {3, 6}}
I456ResSoust[Body, a, b, c, d, e, f ] rˇesˇ´ı soustavu rovnic, pro nezna´me´ a, b, c, d, e, f . T´ım
ma´me urcˇenou kvadriku a ihned vid´ıme, kolik existuje rˇesˇen´ı, existuje-li v˚ubec neˇjake´. Na´sˇ
vy´stup bude ve tvaru
{{
b→ 23
20
− 6a
5
, d→ 1
20
· (−3 + 4a), e→ 1
90
· (−71 + 23a− 60c), f → 1
360
· (131− 38a+ 60c)
}}
I456LinTransf[Body] provede linea´rn´ı transformaci zadany´ch bod˚u. Prvn´ı bod prˇevede
do bodu {0, 0} a druhy´ do bodu {1, 0}. Pro nasˇe body je vy´stupem:{
{0, 0} , {1, 0} ,
{
3
4
,−1
2
}
,
{
1
2
,−3
2
}}
Nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ı procedurou cele´ho notebooku je
I456PolohaPodBodu[Body], jej´ımzˇ vy´stupem je pocˇet rˇesˇen´ı a prˇ´ıpadna´ zvla´sˇtn´ı poloha
podkladovy´ch bod˚u. Pro vzorove´ zada´n´ı je vy´stupem
nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇenı´ za´visly´ch na 2 libovolny´ch parametrech
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5.2. NOTEBOOK TEST I456POINTSFINITEFIELD.NB
Posledn´ı dveˇ procedury
I456KPobraz[Body] ,resp. I456KPobrazt[Body] na´m vykresl´ı zadane´, resp. ztransformo-
vane´ podkladove´ body do karte´zske´ soustavy sourˇadnic.
Obr 5.1 zadane´ body
Obr 5.2 ztransformovane´ body
5.2. Notebook Test I456PointsFiniteField.nb
Tento notebook funguje obdobneˇ jako notebook Test I456Points.nb. Mu˚zˇeme ho pouzˇ´ıt
pro zjiˇsteˇn´ı interpolace nad konecˇny´mi poli pro 4 body. Cˇtyrˇi body zada´me na´sledovneˇ:
Body = {{k[0], k[0], k[3]} , {k[1], k[0], k[0]} , {k[1], k[5], k[0]} , {k[0], k[3], k[0]}}.
V tomto notebooku je jedina´ nova´ procedura s na´zvem
I456KPole[Body]. Vy´stupem je pocˇet rˇesˇen´ı a zvla´sˇtn´ı poloha podkladovy´ch bod˚u. V
nasˇem prˇ´ıpadeˇ je vy´stup tvaru:
body lezˇı´ na dvou rovnobeˇzˇka´ch-nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇenı´ za´visly´ch na 2
libovolny´ch parametrech.
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6. ZA´VEˇR
6. Za´veˇr
V bakala´rˇske´ pra´ci jsme rˇesˇili v´ıcerozmeˇrnou interpolaci a diskutovali jsme stupenˇ
interpolacˇn´ıho polynomu. Take´ jsme se zaby´vali vytvorˇen´ım notebooku, ktery´ tuto inter-
polaci bude rˇesˇit.
V u´vodn´ı kapitole jsme zkonstruovali matici afinn´ı transformace, kterou vyuzˇijeme ve
trˇet´ı kapitole. V te´ jsme rˇesˇili interpolaci 4, 5 a 6 bod˚u nad rovinou. Prˇi rˇesˇen´ı interpolace
jsme postupovali prˇ´ımo, a to rˇesˇen´ım soustavy rovnic. Ve cˇtvrte´ kapitole jsme se pote´
zameˇrˇili na v´ıcerozmeˇrnou interpolaci nad libovolny´m polem. Tu jsme vyrˇesˇili neprˇ´ımo,
algoritmy nevyzˇaduj´ıc´ımi rˇesˇen´ı soustavy rovnic. Pro vytvorˇen´ı interpolacˇn´ıho polynomu
jsme pouzˇili Lagrangeovu metodu. V posledn´ı kapitole jsme popsali notebook v prostrˇed´ı
Mathematica, ktery´ rˇesˇ´ı v´ıcerozmeˇrnou interpolaci nad libovolny´m polem.
V kapitole o interpolaci nad rovinou jsme prodiskutovali vsˇechny mozˇnosti, jak lze
prolozˇit zadany´mi body kvadriku. Vypsali jsme vsˇechny zvla´sˇtn´ı polohy podkladovy´ch
bod˚u a k nim prˇ´ıslusˇna´ rˇesˇen´ı. V na´sleduj´ıc´ı kapitole jsme se zaby´vali v´ıcerozmeˇrnou
interpolac´ı. Tu jsme rˇesˇili dveˇma zp˚usoby, nejdrˇ´ıve souhrnny´m vzorcem a pote´ pomoc´ı
determinant˚u. V obou prˇ´ıpadech je zde uveden vzorec pro stupenˇ interpolacˇn´ıho polynomu
a na´zorny´ prˇ´ıklad. Da´le jsme se zaby´vali stupneˇm interpolacˇn´ıho polynomu nad konecˇny´mi
poli. V posledn´ı kapitole jsme pak popsali jednotlive´ procedury funkcˇn´ıho notebooku v
prostrˇed´ı Mathematica, ktery´ rˇesˇ´ı v´ıcerozmeˇrnou interpolaci nad libovolny´m polem.
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